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Проблема поддержания заданного строя актуальна при поиске объектов, обследовании заданной об-
ласти, групповом мониторинге. В подводной среде данная проблема осложнена ограничениями на частоту 
получения навигационных данных и скорость обмена информацией между подводными аппаратами. Целями 
данной статьи являются разработка и исследование алгоритмов группового управления, обеспечивающих 
построение в заданный строй и поддержание данного строя при движении. В статье дан обзор результатов 
в области группового управления подводными аппаратами, приведена математическая модель объекта, на-
вигационной системы, подводной среды и системы связи. В качестве математической модели использованы 
уравнения кинематики и динамики твердого тела в трехмерном пространстве, дополненные уравнениями 
исполнительных механизмов. Предложены алгоритмы распределения подвижных объектов в строю и нели-
нейные алгоритмы управления при движении шеренгой. При построении аппаратов принято, что имеется 
лидер группы, который передает свои координаты остальным подводным аппаратам. Управление движением 
синтезировано методом позиционно-траекторного управления в виде функции внешних координат. Числен-
ными методами проведено исследование, в ходе которого изучен процесс формирования строя и движения 
строем вдоль траектории, описываемой отрезками прямых линий. Исследовано влияние погрешностей нави-
гационной системы и частоты обновления данных на ошибку поддержания заданного положения отдельным 
подводным аппаратом.
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Введение

Развитие подводной робототехники делает акту-
альным групповое применение автономных необи-
таемых подводных аппаратов. Однако в подводной 
среде существуют ограничения на средства связи и 
навигации, что усложняет применение групп подво-
дных аппаратов.

В статье [1] приводится обзор опыта разработки 
и применения интегрированных систем навигации и 
управления подводных автономных роботов, функ-
ционирующих в сложных условиях. Проводится 
анализ задач, стоящих перед навигационным обеспе-
чением автономных подводных роботов. Дается опи-
сание различных типов навигационных систем (НС), 
включая гидроакустические системы с базовыми ма-
яками и ультракороткой базой и бортовые НС, состо-
ящие из системы счисления пути, инерциальной НС 
и глобальной НС. Рассмотрены варианты комплекси-
рования и коррекции навигационной информации на 

борту АПР. Описываются особенности применения 
гидроакустических систем навигации в условиях вы-
соких широт и дрейфующего ледового поля на при-
мере навигационного комплекса АПР «Клавесин». 
По результатам испытаний достигнута погрешность 
навигации около 60 м/ч. Таким образом, статья де-
монстрирует возможность создания эффективных 
навигационных систем для АПР, способных работать 
в сложных и экстремальных условиях.

Работа [2] посвящена обзору и классификации 
методов и технических средств позиционирования 
и навигации роботов в водной среде. Выделены фак-
торы, осложняющие навигацию роботов под водой. 
Рассмотрены инерциальные, гидроакустические, 
оптические, электромагнитные технологии, а также 
технология GPS с использованием надводных буев. 
Описаны особенности применения SLAM в подво-
дной среде и различные типы карт (растровые, гео-
метрические, топологические), которые могут быть 
созданы с помощью SLAM. Значение представленно-
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го обзора заключается в систематизации знаний в об-
ласти подводной навигации роботов и возможности 
его использования для выбора оптимальных методов 
и средств навигации.

В работах [3, 4] предлагаются методы и алго-
ритмы формирования траекторий движения группы 
подводных роботов с использованием лидера груп-
пы. Рассматривается среда, в которой могут нахо-
диться некартографированные препятствия. В статье 
[3] предлагается метод, который позволяет обходить 
обнаруженные препятствия, обеспечивая отсутствие 
коллизий и минимизируя обмен данными между ро-
ботами. При этом лидер формирует свою траекто-
рию независимо от остальных подводных роботов. 
Ведомые роботы получают информацию о текущем 
положении лидера. Для каждого ведомого заранее 
задается единственно возможная траектория смеще-
ния внутри строя, активируемая при обнаружении 
препятствия. И лидер, и ведомые роботы оснащены 
средствами обнаружения препятствий. В статье при-
водится пример моделирования движения группы из 
трех подводных роботов в среде с препятствиями с 
минимизацией обмена данными между роботами. 
Основное ограничение в данной работе – использо-
вание каналов связи между роботами.

В статье [4] такие каналы связи не используют-
ся. Ведомые подводные роботы визуально отслежи-
вают положение и ориентацию лидера с помощью 
бортовых камер. На основе полученной визуальной 
информации вычисляются оценки положения, ско-
рости и ускорения желаемого положения ведомого 
относительно лидера. При этом используются поли-
номиальная аппроксимация и фильтр Калмана для 
прогнозирования движения целевой точки в проме-
жутках времени между обновлениями визуальных 
данных. В статье приведен пример моделирования 
движения робота-ведомого за лидером, движущим-
ся по сложной пространственной траектории. Пред-
лагаемый в статье метод позволяет не использовать 
гидроакустические каналы связи, однако визуальная 
система отслеживания лидера имеет существенные 
ограничения по дальности действия.

Работа [5] посвящена мультиагентным техноло-
гиям группового управления подводными робота-
ми. В статье обосновывается архитектура распре-
деленной мультиагентной системы для управления 
группировкой автономных роботов для решения 
задачи патрулирования заданной территории. Каж-
дый робот представлен как интеллектуальный агент, 
способный автономно планировать свои действия, 
взаимодействовать с другими агентами и адаптиро-
ваться к изменяющейся обстановке. Используются 

одноранговая сеть агентов и метод сопряженных вза-
имодействий для управления ресурсами в реальном 
времени. В статье приводится пример задачи поиска 
обломков самолёта, потерпевшего крушение над мо-
рем. Рассмотрен пример распределенного решения 
задачи патрулирования, где агенты АНПА самосто-
ятельно реагируют на появление нарушителя и ко-
ординируют свои действия для его обнаружения и 
идентификации. Основные ограничения на практи-
ческое применение метода – это необходимость об-
мена данными между отдельными агентами.

В статье [6] приведена математическая формали-
зация задачи управления строем группировок под-
водных роботов. Предложена общая динамическая 
модель с децентрализованным управлением и дано 
определение понятия устойчивости формаций с учё-
том навигационных и динамических ошибок, а так-
же ограничений на ресурсы управления. Для анализа 
устойчивости применен метод векторных функций 
Ляпунова [7]. В качестве примеров рассмотрены две 
конфигурации подводных роботов – цепочка и дере-
во. Данная статья позволяет проводить количествен-
ный анализ влияния различных факторов (ошибки 
измерений, возмущения, неопределенности параме-
тров) на устойчивость формаций. Однако в ней ис-
пользуется упрощенная модель подводного робота и 
не учитываются особенности подводной среды.

В работе [8] исследуются две архитектуры систе-
мы группового управления: с лидером и без лидера. 
Предложен метод решения задачи распределения 
целей для группы подводных роботов и нахождения 
оптимальных маршрутов их движения с использова-
нием генетического алгоритма. Учитываются огра-
ничения на энергоресурсы роботов и необходимость 
обеспечения связи между аппаратами в группе. При-
ведены программная реализация предложенного ме-
тода и результаты тестовых расчетов.

Статья [9] посвящена разработке многоуровне-
вого метода планирования траектории движения 
группы морских робототехнических комплексов, в 
частности автономных необитаемых подводных ап-
паратов (АНПА) в априори неизвестной среде с пре-
пятствиями. Алгоритм планирования включает два 
уровня – глобальный и локальный. На глобальном 
уровне используется метод случайных деревьев, а на 
локальном – метод потенциальных полей, обеспечи-
вающий обход препятствий. Проведено численное 
моделирование группы из четырех подводных робо-
тов, движущихся в среде с препятствиями различ-
ной формы. Также проведены натурные испытания 
группы из одного подводного аппарата и трех безэ-
кипажных катеров. Как и большинство результатов, 
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предложенный метод требует обмена информацией 
между элементами группы и решения задачи нави-
гации.

В работах [10–12] рассматриваются различные 
прикладные задачи, решаемые группами подводных 
роботов. В статье [10] приводится анализ задач, воз-
никающих при использовании группы автономных 
необитаемых подводных аппаратов для проведения 
сейсморазведки в подледных условиях Арктического 
шельфа, и разработка методов их решения. Рассма-
тривается сценарий сейсморазведки, где часть аппа-
ратов принимает отраженные сигналы от излучате-
ля, а другая часть перемещается для занятия новых 
позиций, что обеспечивает непрерывность работ. В 
качестве алгоритма навигации предлагается исполь-
зовать разностно-дальномерный метод, основанный 
на измерении задержек прихода сигналов от излу-
чателя в различных точках траектории. Разработана 
иерархическая многоуровневая схема алгоритмов 
управления для предотвращения конфликтных ситу-
аций. Создана математическая модель для тестирова-
ния предложенных решений. Координация действий 
роботов базируется на мультиагентном подходе, что 
требует обеспечения устойчивой связи с учетом огра-
ничений морской среды.

В статье [11] предлагаются алгоритмы обучения с 
подкреплением для решения задачи патрулирования 
области в подводной среде с помощью группы под-
водных роботов. Каждый аппарат действует на осно-
ве локальной информации и обменивается данными 
с другими аппаратами. Для обучения применяется 
алгоритм Proximal Policy Optimization (PPO) [12]. 
Приводятся результаты моделирования различных 
сценариев патрулирования, включающих обход обла-
сти одним роботом, двумя роботами и выход одно-
го аппарата из строя и потерю связи. Предложенный 
подход на основе обучения с подкреплением показал 
хорошие результаты для решения задачи патрулиро-
вания в двумерной среде. 

В работе [13] представлены результаты модели-
рования и натурных испытаний алгоритмов управ-
ления, обеспечивающих согласованное движение 
группы разнородных подводных роботов в неопреде-
ленной трехмерной динамической среде. Группа под-
водных роботов выполняла задачу поиска объектов 
на дне. При этом использована гетерогенная группа 
подводных роботов, каждый из которых выполняет 
свои специализированные функции. Применяется 
оптическая навигация с использованием меток, рас-
положенных на дне. Связь роботов друг с другом осу-
ществляется через надводные буи (радиоканал) или 
гидроакустический модем.

Сделанный обзор позволяет сделать вывод, что 
проблема группового управления подводными ро-
ботами в условиях ограничений на связь и частоту 
получения навигационных данных, при наличии не-
определенностей среды является актуальной. В этой 
связи в данной работе проводится разработка мате-
матического описания группы подводных роботов, 
среды функционирования, подсистем навигации и 
связи. При оговоренных ограничениях предлагаются 
алгоритмы группового управления. Предложенные 
результаты анализируются с использованием мето-
дов численного моделирования.

	� Математическое описание роботов и среды

При математическом описании подводного робо-
та принимается, что его масса не изменяется с тече-
нием времени, деформациями корпуса можно прене-
бречь, а дальность и скорость движения позволяют 
пренебречь сферичностью Земли. Тогда в качестве 
уравнений подводного робота используем известные 
уравнения движения твердого тела в трехмерном 
пространстве [14–16]:

( )p R p v= ,	 (1) 

( )1
u dv M F F−= + ,	   (2)

uT K uδ δ δ= − ,	 (3)

где [ ], , , , , Tp y zχ ψ θ γ=  – вектор линейных и угло-
вых координат робота в неподвижной системе коор-
динат; , , , , ,

T

x y z x y zv V V V ω ω ω =    – вектор линейных 
и угловых скоростей в связанной с роботом системе 
координат; ( )R p – матрица кинематики твердого 
тела [14–16]; M – матрица масс и моментов инерции; 
δ – вектор состояния исполнительных механизмов 
агента; uF Kδδ=  – вектор управляющих сил и мо-
ментов; Fd – вектор прочих сил и моментов, действу-
ющих на агента; u – вектор управлений; Ku, Tδ – ма-
трицы постоянных коэффициентов.

Матрица кинематики ( )R p , которая определяет 
связь между неподвижной и связанной системами ко-
ординат, имеет вид:
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	 (6)

3 30 × – нулевая матрица размерности 3×3.
Неподвижная и связанная системы координат 

представлены на рис. 1.

Рис. 1. Неподвижная и связанная системы координат

Таким образом, выражения (1), (4)–(6) образуют 
уравнения кинематики робота.

Динамика подводного робота представлена урав-
нением (2). Матрица инерционных параметров имеет 
вид:
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где m – масса агента; Jx, Jy, Jz, Jxy, Jxz, Jyz – моменты 
инерции относительно осей связанной системы коор-
динат; λij – присоединенные массы; xT, yT, zT – коорди-
наты центра масс робота относительно начала коор-
динат связанной системы.

Вектор сил и моментов Fd, действующих на робо-
та, состоит из следующих составляющих:

d g J h AF F F F F= + + + ,

где Fg – вектор силы тяжести; FJ – вектор инер-
ционных сил; Fh – вектор сил и моментов сопро-

тивления движения; FA– вектор силы Архимеда.
Вектор силы тяжести определяется в неподвижной 

системе координат и имеет компоненты [0, -mg, 0]T. С 
помощью матрицы A (5) находятся его компоненты в 
связанной системе координат OVxVyVz:

sin
cos cos

cos sin
cos sin cos cos

sin cos sin
sin cos cos

g
T T

T T

T T

F mgy z
z x

y x

θ
θ γ
θ γ

θ γ θ γ
θ θ γ
θ θ γ

− 
 −
 
 = + 

− − 
 − 

.

Вектор инерционных сил вращающегося твердо-
го тела равен:

( )
( )
( )
( )
( )
( )

z y y z

x z z x

x y y x
J

y z y z

z x z x

x y x y

m V V
m V V
m V V

F
J J
J J
J J

ω ω
ω ω
ω ω

ω ω
ω ω
ω ω

 −
 

− 
 −
 =

− 
 − 
 − 

.

Сила Архимеда приложена в начале системы 
координат OVxVyVz и направлена вертикально 
вверх, а её величина пропорциональна плотности ρ 
среды и объему U оболочки робота, то есть FA = ρgU. 
В этой связи компоненты вектора силы Архимеда в 
системе OVxVyVz определяются выражениями:

sin
cos cos
cos sin
0
0
0

A

gU
gU
gU

F

ρ θ
ρ θ γ
ρ θ γ

 
 
 
 −

=  
 
 
 
  

.

Вектор сил и момен-
тов сопротивления дви-
жению, действующих 
на подводного робота, 
определяется выражени-
ем:

20,5

x

y

z
h

x

y

z

Sc
Sc
Sc

F V
Um
Um
Um

ρ

 
 
 
 
 =
 
 
 
  

,	 (7)
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S=U2/3 – характеристическая площадь; 
V – модуль вектора скорости движения 
робота относительно среды; cx, cy, cz, 
mx, my, mz – аэродинамические или 
гидродинамические коэффициенты.

Вектор управляющих сил пред-
ставляется в виде:

ux

uy

uz
u

ux

uy

uz

F
F
FF KN
N
N

δδ

 
 
 
 = =
 
 
 
 

,	 (8)

где Fux, Fuy, Fuz – проекции главного 
вектора управляющих сил на оси системы координат 
OХ1Х2Х3; Nux, Nuy, Nuz – проекции главного вектора 
управляющих моментов относительно осей системы 
координат OVxVyVz.

Обозначим через вектор , , ,, ,
T

i i x i y i zP P P P =   вектор 
сил, создаваемых i-м исполнительным механизмом, 
i=1,2,…na, na – число исполнительных механизмов. 
Также обозначим вектор координат i-го исполнитель-

ного механизма как , , ,, ,
T

ia i x i y i zp P P P =   .
Тогда связь главного вектора управляющих сил 

Fu (8) и проекций управляющих сил, создаваемых 
исполнительными механизмами, задается соотноше-
нием:

u FF K P= ,

1 1

1 1

1 1

1    1   0   0   0   0   
0     0   1   1   0   0   
0    0   0   0   1   1   
0  0  

0  0  
0  0  

a na a na

a na a na

na
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a a na

K
z z y y

z z x x
y y x x

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

…



…

  

  

  

 

 

  

,

	

1, , 1, , 1, ,

T

x na x y na y z na zP P P P P P P =     .

Связь между вектором управляющих сил и мо-
ментов и вектором координат δ исполнительных ме-
ханизмов определяется выражением вида

u F pF K K δ= ,

где матрица Kp определяется характеристиками кон-
кретных исполнительных механизмов.

В данной статье рассматривается случай, когда 
подводный робот оснащен маршевым двигателем, 
носовыми подруливающими устройствами и кор-

мовыми горизонтальными рулями, как показано на 
рис.  2. Для данного расположения исполнительных 
механизмов силы, действующие вдоль оси OVx свя-
занной системы координат: тяга маршевого двигате-
ля 1xP  и силы сопротивления движению хвостового 
оперения 2 3,x xP P . Силы, действующие вдоль оси OVy 
связанной системы координат: силы сопротивления 
движению хвостового оперения 2 3,y yP P  и сила, соз-
даваемая подруливающим устройством 5 yP . Сила, 
действующая вдоль оси OZ связанной системы коор-
динат, создается подруливающим устройством 4 zP .

Маршевый двигатель расположен в хвостовой 
части в точке с координатами [ ]1 , 0, 0 T

ax  в связанной 
системе OVxVyVz. Хвостовое оперение 1δ  располо-
жено в точке [ ]2 2, 0, T

a ax z , а 2δ  расположено в точке
[ ]2 2, 0, T

a ax z− . 
Координаты горизонтального носового подрули-

вающего устройства равны [ ]14 , 0, 0 T
ax , координаты 

вертикального носового подруливающего устройства 
равны [ ]15 , 0, 0 T

ax .
Моменты, создаваемые относительно оси OVx 

связанной системы координат, включают момент 
хвостового оперения 1δ – 2 2y aP z  и момент хвосто-
вого оперения 2δ 3 2y aP z− . Моменты, создаваемые 
относительно оси OVy связанной системы коорди-
нат, включают момент хвостового оперения 1δ  ‒ 

2 2x aP z , момент хвостового оперения 2δ 3 2x aP z− , и 
момент носового горизонтального подруливающего 
устройства равен 4 4z aP x . Моменты, создаваемые от-
носительно оси OVz связанной системы координат, 
включают момент хвостового оперения 1δ – 2 2y aP x , 
момент хвостового оперения 2δ – 3 2y aP x , и момент но-
сового вертикального подруливающего устройства 
равен 5 5y aP x .

Таким образом, выражение для управляющих сил 
и моментов имеет вид:

Рис. 2. Движительно-рулевой комплекс робота
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 + +  

.	 (9)

Рассмотрим теперь математическое описание 
навигационной системы. Обозначим вектор истин-
ных значений координат подводного робота в не-
подвижной системе OXYZ в момент времени t как 

( ) ( ) ( ), ,
T

x t y t z t   . Внешняя навигационная система 
позволяет определять измеренные значения коорди-
нат  в моменты времени ti, i = 0, 
1, 2, ... с интервалом . Погрешность опре-
деления координат агента в момент времени t обо-
значим . Бортовая навигационная 
система позволяет в промежутках между интервала-
ми времени ti и ti+1 определять координаты с погреш-
ностью [ ], , Tx y z∆ ∆ ∆  и частотой . Как правило, 
выполняется условие . Таким образом, 
связь между истинными и измеренными значениями 
линейных координат робота на интервале времени 
[ )1,  i it t +  определяется выражением:

,  1i it t t +< < .	

(10)
Математическое описание погрешностей ΔxНС, 

ΔyНС, ΔzНС имеет следующий вид:

	 (11)

где ζj – случайный сигнал типа «белый шум»; ξjНС – 
выходной сигнал инерционного звена; τjНС – постоян-
ная времени инерционного звена, которая определяет 
время корреляции шума; tjНС – коэффициент, задаю-
щий амплитуду погрешностей; j = 1, 2, 3.

Погрешности 1 2 3,  ,  y y y∆ ∆ ∆  содержат две состав-
ляющие:

,   1, 2, 3j j j jp k E t jξ∆ = + = ,

где jξ – случайные величины, получаемые в резуль-
тате пропускания сигнала «белый шум» через урав-
нения инерционного звена первого порядка:

( ) ,   ,   , , ,   1, 2, 3,j
j j j j j j j

d
p k p x y z j

dt
ξ

τ ζξ ξ= − − ∆ = = =
 	 (12)

jk – постоянные коэффициенты, задающие амплиту-
ду погрешностей; jE – случайная величина, опреде-
ляющая скорость, с которой накапливаются погреш-
ности измерения координат робота при отсутствии 
сигнала внешней навигационной системы. Величина 

jE  генерируется в момент it  и далее на всем интер-
вале [ )1,  i it t +  остается постоянной.

В связи с тем, что величины ξjНС  и jξ  генериру-
ются аналогично, будем использовать только одну из 
них для моделирования погрешностей. Тогда выра-
жение (10) принимает следующий вид:

,	(13)

где случайные величины ξjНС  определяются выраже-
нием (10), 1, 2, 3j = , i = 0, 1, 2, ..., а jE  генерируются 
в дискретные моменты времени it  генератором слу-
чайных чисел:

( )
( )
( )

1 1

2 2

3 3

i

i

i

E rand t
E rand t
E rand t

  
   =   
     

,	 (14)

где jrand  – генератор случайного числа.
Таким образом уравнения (11)–(14) представляют 

собой модель навигационной системы в части изме-
рения линейных положений агента в неподвижной 
системе координат OXYZ.

На рис. 3 представлен пример моделирования 
переменной xИ(t) согласно уравнениям (11)–(14) при 
следующих параметрах: τjНС =1, kjНС =3, ζ1 = 5*(0.5 – 
rand), ζ2 = 7*(0.5 – rand), ζ3 = 5*(0.5 – rand), E1(ti) = 
2*(0.5 – rand), E2(ti) = 2*(0.5 – rand), E3(ti) = 2*(0.5 – 
rand).
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Рис. 3. Координата x(t) и измеренная величина xИ(ti)
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Отметим, что уравнения (11)–(13) представляют 
собой имитационную модель, которая может настра-
иваться в соответствии с паспортными характеристи-
ками конкретной навигационной системы.

При построении модели навигационной систе-
мы в части определения угловых положений, будем 
полагать, что они измеряются с помощью компаса 
и гироскопов. Обозначим истинные значения угло-
вых положений в неподвижной системе коорди-
нат OXYZ как . Тогда измерен-
ные значения указанных величин обозначим как  

, причем частота измерений 
равна .

Запишем уравнение измерения угловых положе-
ний агента в неподвижной системе координат следу-
ющим образом:

 .

где  – погрешности навигационной си-
стемы при определении угловых положений в непод-
вижной системе координат OXYZ.

Погрешности  по угловым коорди-
натам моделируются аналогично погрешностям по 
линейным координатам, путем пропускания сигнала 
«белый шум» через уравнения инерционного звена 
первого порядка вида (11) при 4, 5, 6j = .

Погрешности измерения скоростей моделируют-
ся аналогично согласно уравнениям: 

,

где jx∆  – погрешности, моделируемые в соответствии 
с уравнением (12).

При моделировании системы связи будем пола-
гать, что сообщения передаются от лидера ведомым 
группам одним пакетом. Обозначим момент времени 
окончания передачи сообщения через tперi. Также обо-
значим скорость распространения сигнала как Vсиг. 
Расстояние от j-го робота, получающего информа-
цию, до i-го робота, передающего информацию, обо-
значим как Dij. Тогда момент получения сообщения 
j-м роботом определяется выражением:

.

Будем полагать, что в среде существует вероят-
ность сбоя сообщения. Обозначим ее как Pсбой. Обо-
значим событие «Получение сообщения» как Sсооб:

где ( )0,1 rand  – генератор случайного числа в 
диапазоне [0, 1]; Sсооб = 1, если сообщение получено 
успешно; Sсооб = 0, если сообщение не получено.

При моделировании среды будем полагать плот-
ность воды постоянной, так как согласно [17] изме-
нение температуры на 10° приводит к изменению 
плотности на 0,23 %, а изменение глубины на 100 м 
приводит к изменению плотности на 0,046 %.

	� Алгоритмы управления при движении 
группы роботов строем

Рассматривается группа из N подводных роботов 
(ПР). Первый подводный робот является лидером 
группы. Предполагается, что в начальный момент 
времени t0 ПР располагаются так, что в горизонталь-
ной плоскости через лидера можно провести прямую, 
делящую среду на две полуплоскости. При этом все 
ПР группы располагаются в одной полуплоскости 
позади лидера.

Каждый ПР оснащен бортовой навигационной 
системой, которая с заданной частотой fБНС измеряет 
вектор линейных положений [ ],  ,  Tx y z , вектор 

угловых положений , вектор линей-
ных скоростей ,  ,  

T
x y zV V V    и угловых скоростей 

,  ,  
T

x y zω ω ω    с погрешностями, описанными в 
разделе «Математическое описание роботов и сре-
ды». Среда функционирования оснащена внешними 
навигационными станциями, которые позволяют 
определить с частотой fНС вектор положения ПР  
[ ],  ,  Tx y z  с погрешностями , 
описываемыми выражением (11).

Лидер с частотой fЛИД  передает собственные коор-
динаты другим агентам. Дальность передачи коорди-
нат обозначается как Rсв. Предполагается, что агент 
является членом группы, если он располагается от 
лидера на расстоянии, не превышающем величину 
Rсв.

Задачей группы является формирование строя, 
который представляет собой виртуальную структуру 
[18, 19] в виде шеренги с заданным между ПР рас-
стоянием, и поддержание строя при движении. Лидер 
группы движется по заданной программной траекто-
рии с заданной скоростью. Относительно него фор-
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мируется виртуальный строй. Ведомые подводные 
роботы имеют назначенные заранее места в вирту-
альном строю. Ставится задача синтезировать управ-
ление движением ПР при их перемещении в строю 
и исследовать влияние погрешностей навигации и 
частоты обновления навигационных данных на точ-
ность поддержания строя.

Точность поддержания строя оценивается сред-
неквадратическим отклонением при прямолинейном 
движении с постоянной скоростью. При выполнении 
поворотов точность оценивается максимальным от-
клонением ПР от заданного места в строю.

Для того чтобы минимизировать вероятность 
столкновения подводных роботов друг с другом, фор-
мирование строя будем осуществлять в соответствии 
со следующими этапами:

1) распределение роботов по ширине строя;
2) стабилизация глубины движения роботов;
3) выравнивание шеренги роботов по фронту;
4) движение строя подводных роботов в заданном 

направлении
5) разворот группы роботов на заданный угол 

курса.
При распределении роботов по ширине строя ро-

бот-лидер движется прямолинейно и равномерно с 
некоторой скоростью V1<Vmax. Пояснения к построе-
нию роботов в шеренгу представлены на рис. 4. 

Рис. 4. Пояснения к построению роботов в шеренгу

Точки (2, 3, …, N) являются точками виртуально-
го строя. Они рассчитываются в соответствии с ма-
трицами однородных преобразований:
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0 0 1 0 0 1 11

k

øk

x x
z rz

ψ ψ
ψ ψ

  − −     
      = −      
            

, 

 2, 3, ,k N= … .	 (15)

Уравнение прямой, проходящей через точку 
( )1 1,x z  в направлении 1ψ , имеет вид:

( )1 1 1tan  z z x xψ− = − .	 (16)

Уравнение прямой, проходящей через точку 
( )* *,k kx z  (14) параллельной прямой (16), имеет вид:

* *
1 1 1 1tan tan  k kz x z xψ ψ= + − ,  2, 3, ,k N= … .	 (17)

Прямая (17) определяют желаемое направление 
движения k-го подводного робота в горизонтальной 
плоскости. По уравнениям (17) определяется 
задающее воздействие по углу курса подводного 
робота в соответствии с выражением:

1 0
*

0
1 0

0

,  
2  

,  
2 2

k

k
k

k

r r

r r r r
r

πψ
ψ π πψ

 − >=  − − + ≤


,  2, 3, ,k N= … ,	 (18)

где kr   – расстояние от k-го подводного робота до 
прямой (16); 0r  – расстояние, на котором начинается 
поворот подводного робота на заданный курс 1ψ .

Выражения (15)–(18) позволяют определить же-
лаемый курс подводного робота *

kψ .
Вычисление желаемого угла дифферента произ-

водится в соответствии со следующим выражением:

( )* *  k kk y yθθ = − ,  2, 3, ,k N= … ,	 (19)

где *
kθ  – желаемый дифферент подводного робота; 

y*  – заданная глубина движения.
Желаемый крен подводного робота полагается 

равным нулю, т.е. 

,  2, 3, ,k N= … .	 (20)

Управление скоростью подводных роботов осу-
ществляется с целью выравнивания шеренги по 
фронту. Желаемая скорость движения определяется 
выражением:

( )
0

* 0
0 0

0

0

,   

,  
2

,   

max k

k
k max min max k

min k

V e e
e eV V V V e e e

e
V e e

 < −


+= + − − ≤ ≤

 >

, 

 2, 3, ,k N= … ,	 (21)

где maxV – максимальная скорость движения подво-
дного робота; minV  – минимальная скорость дви-
жения подводного робота; ke  – ошибка положения 
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робота относительно фронта робота; 0e  – значение 
ошибки, при котором превышается максимальное / 
минимальное значение скоростей.

При этом номинальная скорость строя равна 
( ) / 2max minV V+ .

Выражения (15)–(21) позволяют рассчитать жела-
емые значения курса, дифферента, крена и скорости 
движения подводного аппарата.

Для синтеза регулятора, обеспечивающего дви-
жение подводного робота в соответствии с задающи-
ми воздействиями (15)–(21) воспользуемся методом 
позиционно-траекторного управления [16, 20, 21]. В 
соответствии с данным методом сформируем вектор 
желаемого состояния k-го робота:

,	 (22)

*
k k , 1,2,..,x x k N= = .	 (23)

В соответствии с выражениями (22), (23), сфор-
мируем ошибки по угловым положениям и скорости 
движения в следующем виде:

1k 1 2 2k 3 4,   k ke A p A e A v A= + = + ,	 (24)

1

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

A
 
 =  
  

, 

*

*
2

*ã

k

k

k

A

ψ

θ

 −
 

= − 
 −  

, 3 1A = , 

 
*

4 kA x= − .

Введем дифференциальные уравнения, описы-
вающие желаемое изменение ошибок (24) в следую-
щем виде:

1 1 1 0 1 0T ee T e+ + =  ,	 (25)

2 2 2 0e T e+ = ,	 (26)

где 0 1 2, , T T T  – положительно определенные матрицы.
Продифференцировав выражения (24), в силу мо-

дели объекта (1)–(3) из выражений (25), (26) получим 
выражение для вектора управляющих воздействий:

1 11 1 1 1 1 0 1

3 3 2 2
u d

A R A R A Rx T e T e
M F M F

A A T e
− −      + +

= − −     
     





.
	

(27)

Выражение (27) позволяет вычислить вектор 
uF . Переход к силам, создаваемым исполнительны-

ми механизмами, осуществляется в соответствии с 
(9).

	� Моделирование движения группы 
подводных роботов

Численное моделирование проведено на языке 
Python. Моделировалось движение двух линий под-
водных роботов по 4 робота в каждой линии. При мо-
делировании изменялось заданное расстояние между 
роботами, среднеквадратическая погрешность нави-
гационной системы и время корреляции погрешно-
стей навигации.

На рис. 5–7 и в таблице представлены результаты 
моделирования движения группы подводных робо-
тов при погрешности навигации 7 м, заданном рас-
стоянии между роботами 25 м, времени корреляции 
шумов навигации 0,2 с. Желаемая глубина движения 
равна 20 м. Скорость движения строя равна 1,0 м. На 
рис. 5 представлены траектории движения роботов в 
горизонтальной плоскости.

а				    б
Рис. 5. Траектории движения подводных роботов:
а ‒ первая линия строя, б ‒ вторая линия строя

В начальный момент времени роботы находятся 
на различных глубинах (20 и 23 м), на расстоянии 4 м 
друг от друга в горизонтальной плоскости. Движение 
разбито на этап стабилизации параметров движения, 
этап расхождения на заданное расстояние, этап 
изменения глубины и этап разворота и построения 
для движения в заданном направлении. На рис. 5 и 
далее синяя линия соответствует подводному роботу-
лидеру, а остальные аппараты ведомые.

На рис. 6 представлены изменения глубины и 
курса подводных роботов первой линии строя.

Как видно из рис. 6, наибольшие колебания глу-
бины движения происходят в переходных режимах 
при выполнении маневров. Максимальная ошибка по 
глубине составляет около 3,5 м.

На рис. 7 представлены продольные скорости и 
тяги двигателей подводных роботов.
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Максимальные скорости движения подводных 
роботов заданы 2,0 м/с, поэтому ограничений свер-
ху достигнуто в процессе моделирования не было. 
Минимальная скорость принята 0,05 м/с. Двигатели 
подводных роботов создают тяги, ограниченные 200 
Н*м, двигатели приняты реверсивными. При моде-
лировании дополнительно учтена динамика испол-
нительных механизмов в виде инерционных звеньев 
с постоянной времени 0,5 с:

( )1 ,id id i
di

P P P
T

= − −

где idP  – вектор тяги, вырабатываемый маршевым 
двигателем k-го робота, iP  – вектор, вычисленный в 
регуляторе k-го робота.

Тот факт, что ошибка системы управления не 
превышает ошибку навигации, объясняется тем, что 
время корреляции моделируемого навигационного 
сигнала составляет 0,2 с, что соответствует высоко-

а							       б

Рис. 6. Глубины (а) и курс (б) роботов

а								        б
Рис. 7. Продольные скорости (а) и тяги двигателей (б) роботов

частотному шуму. Увеличение времени корреляции 
шума приводит к заметному возрастанию ошибки си-
стемы управления. Так, траектории движения подво-

Рис. 8. Траектории движения роботов при времени корреляции 
шумов 2 с
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дных роботов при времени корреляции шума, равном 
2 с, представлены на рис. 8.

Время корреляции шума может интерпретиро-
ваться как частота обновления данных от внешней 
навигационной системы. Между соседними измере-
ниями навигация подводного робота осуществляется 
по данным инерциальной навигационной системы, 
для которой характерно накопление ошибок.

В таблице представлены результаты исследова-
ния влияния интервала обновления данных внешней 
навигационной системы на погрешность замкнутой 
системы управления подводных роботов.

Влияние интервала обновления данных внешней навигаци-
онной системы на погрешность замкнутой системы

Координата
Интервал 

обновления 
данных

Среднеквадратическая 
погрешность 

навигационной 
системы, м

2,0 5,0 8,0
Ошибка по координате 
y2

∆tнав=0,2 с 2,77 6,15 9,84
∆tнав=0,5 с 2,67 6,23 9,99
∆tнав=1,0 с 3,6 6,84 10,42

Ошибка по координате 
y1

∆tнав=0,2 с 7,17 8,15 10,01
∆tнав=0,5 с 6,77 7,74 11,3
∆tнав=1,0 с 6,57 8,88 12,43

Ошибка по координате 
y3

∆tнав=0,2 с 3,77 6,28 10,07
∆tнав=0,5 с 4,57 6,93 12,21
∆tнав=1,0 с 4,17 7,46 13,40

Из данных таблицы следует, что с ростом по-
грешности навигационной системы растет и погреш-
ность поддержания заданного положения в строю 
группой подводных аппаратов. При этом наибольшая 
точность обеспечивается по каналу управления вы-
сотой, т.к. она поддерживается независимо друг от 
друга. Наибольшая погрешность наблюдается в ка-
налах управления по координатам y1 и y3, что связано 
с необходимостью отслеживать группой положения 
лидера. В качестве погрешности навигационной си-
стемы выбрано среднеквадратичное отклонение, а в 
качестве погрешности системы управления – усред-
ненное по реализациям значение от максимальных 
ошибок в процессе полета.

Отметим, что погрешность системы группового 
управления с лидером слабо зависит от интервала 
обновления навигационных данных до того момен-
та, пока он не приблизится к постоянной времени 
замкнутой системы. После этого система управления 
резко теряет качество и устойчивость. Так, в модели-
руемом примере потеря устойчивости наблюдается 
при интервале обновления навигационных данных 

около 2,0 с, что примерно соответствует постоянной 
времени замкнутой системы, равной 2,5 с.

Заключение

В данной статье представлены математическое 
описание подводных роботов, алгоритмы группово-
го управления движением и результаты численного 
моделирования. Рассмотрена нелинейная математи-
ческая модель, позволяющая рассматривать многос-
вязное движение подводного робота и моделировать 
эффекты взаимодействия со средой. Предложено 
математическое описание исполнительных меха-
низмов, позволяющее моделировать произвольный 
движительно-рулевой комплекс подводного робота 
с учетом его инерционных характеристик. Предло-
женный в статье алгоритм группового управления 
движением учитывает ограничения на каналы свя-
зи, предполагается, что передавать информацию мо-
жет только подводный робот – лидер группы. Также 
предполагается, что область функционирования обо-
рудована навигационной системой, позволяющей 
подводным роботам с заданным интервалом времени 
определять свои координаты. Разработанная система 
группового управления позволяет осуществлять дви-
жение шеренгой, в которой каждый робот стремится 
занять заранее предписанное положение. Проведен-
ное численное моделирование показало, что погреш-
ности замкнутой системы управления при интервале 
обновления навигационных данных меньшем, чем 
постоянная времени замкнутой системы, примерно 
соответствует погрешности навигационной системы.

Влияние возмущений среды в данной статье не 
рассмотрено. Это влияние может быть учтено приме-
нением методов адаптации, которые рассмотрены в 
работе [21].

Основное ограничение рассмотренного в данной 
статье подхода заключается в отсутствии у отдельно-
го подводного робота информации о положении дру-
гих роботов, кроме лидера. Этот факт обусловливает 
возможность возникновения коллизий между робо-
тами. Учет таких коллизий возможен только путем 
обмена данными о собственных координатах между 
роботами группы, что налагает определенные требо-
вания к оборудованию и каналам связи.

Исследование выполнено за счет гранта Россий-
ского научного фонда № 24-19-00063, «Теоретиче-
ские основы и методы группового управления безэ-
кипажными подводными аппаратами», https://rscf.
ru/project/24-19-00063/ на базе ФГАОУ ВО «Южный 
федеральный университет».
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ALGORITHMS FOR GROUP CONTROL  
OF UNDERWATER MOBILE OBJECTS

I.M. Medvedev, M.Y. Medvedev, V.Kh. Pshikhopov

The problem of formation control is relevant when searching for objects, surveying a given area, and group 
monitoring. In the underwater environment, this problem is complicated by restrictions on the frequency of 
receiving navigation data and the speed of information exchange between underwater robots. The purpose 
of this article is to develop and study group control algorithms that ensure the given formation and the 
maintenance of this formation during movement. The article provides an overview of the results in the field 
of group control of underwater vehicles, provides a mathematical model of the object, navigation system, 
underwater environment and communication system. The equations of kinematics and dynamics of a solid 
body in three-dimensional space, supplemented by equations of actuators, are used as a mathematical model. 
Algorithms for the distribution of moving objects in formation and nonlinear control algorithms for moving in 
a line are proposed. When constructing the devices, it is assumed that there is a group leader who transmits 
his coordinates to the rest of the underwater robots. Motion control is synthesized by the method of positional 
trajectory control in the form of a function of external coordinates. A study was carried out using numerical 
methods, during which the process of the formation and movement along the trajectory described by straight 
line segments was studied. The influence of errors in the navigation system and the frequency of data updates 
on the error of maintaining a given position by a separate underwater robot is investigated.

Keywords: group control, mobile objects, underwater environment, movement in formation, virtual 
formation, group with a leader, allocation of places in formation
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